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Аннотация 

При анализе вещества с кристаллической наноструктурой наибольший интерес пред-

ставляет задача параметрической идентификации кристаллических решёток. Однако суще-

ствующие методы решения данной задачи, такие как метод оценивания параметров ячейки 

Браве и метод оценивания объёма ячейки Вигнера–Зейтца, не обеспечивают требуемую 

точность. В настоящей статье предлагается алгоритм параметрической идентификации кри-

сталлических решёток на основе градиентного метода наискорейшего спуска для решения 

проблемы низкой точности идентификации. Исследование возможности структурной иден-

тификации проводилось с использованием большого набора искажённых решёток. Полу-

ченные результаты показали существенный рост точности по сравнению с существующими 

методами параметрической идентификации. 
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Введение 

Задачам реконструкции трёхмерных объектов на 

сегодняшний день уделяется большое внимание [1 –

 4]. К таким задачам относится реконструкция трёх-

мерной модели кристаллической решётки. Одним из 

методов определения параметров трёхмерной модели 

решётки является рентгеноструктурный анализ [5, 6]. 

С появлением электронной микроскопии стало 
возможно наблюдать атомарную структуру вещества. 

Линейное разрешение электронного микроскопа дос-

тигает порядка 0,1Ǻ [7]. Данное достижение приво-

дит к необходимости решения задачи вычисления па-

раметров элементарной ячейки кристаллической ре-

шётки по изображениям, полученным с электронного 

микроскопа. 

Определение параметров элементарной ячейки по 

наномасштабным изображениям, полученным с элек-

тронного микроскопа – сложный, многоэтапный про-

цесс: двумерные изображения предварительно обра-
батываются; реконструируется трёхмерная структура 

узлов кристаллической решётки; решается задача па-

раметрической идентификации, то есть оцениваются 

параметры элементарной ячейки по трёхмерному на-

бору узлов. Несмотря на существование методов оп-

ределения параметров ячейки без предварительной 

реконструкции узлов решётки [8], описанный подход 

является наиболее универсальным. 

Элементарная ячейка в кристаллографии является 

фундаментальным понятием, которое определяется 

как минимальный воображаемый объём кристалла, 

параллельные переносы (трансляции) которого в трёх 
измерениях позволяют построить трёхмерную кри-

сталлическую решётку в целом [9]. Элементарная 

ячейка должна описываться конечным набором пара-

метров и образовывать любую кристаллическую 

структуру. 

Примером элементарной ячейки является ячейка 

Вигнера–Зейтца [9]. Данная ячейка представляет со-

бой единичную область разбиения диаграммы Воро-
ного, построенной по узлам кристаллической решёт-

ки (рис. 1). Так как структура узлов обладает про-

странственной симметрией, то все области разбиения 

конгруэнтны. Форма ячейки Вигнера–Зейтца очень 

сложная и не описывается небольшим числом пара-

метров, которые были бы интуитивно понятны. Для 

описания такой формы требуется вводить сложные 

математические объекты. Пожалуй, сложность опи-

сания ячейки Вигнера–Зейтца является главным не-

достатком данной модели. 

 
Рис. 1. Элементарная ячейка Вигнера–Зейтца 

Широко известной моделью кристаллической ре-

шётки является модель, предложенная Огюстом Бра-

ве. Модель решётки Браве описывается элементарной 
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ячейкой Браве, транслируя которую, можно получить 

всю внутреннюю структуру решётки (рис. 2). По 

сравнению с ячейкой Вигнера–Зейтца элементарной 

ячейке Браве свойственна проблема неоднозначности 

выбора элементарной ячейки. Проблема заключается 

в том, что для одной и той же структуры кристалли-

ческой решётки элементарную ячейку можно выбрать 

разными способами (рис. 3). Для решения данной 

проблемы в кристаллографии вводятся некоторые ог-
раничения [9], обеспечивающие однозначный выбор 

элементарной ячейки Браве. 

 
Рис. 2. Элементарная ячейка Браве 

 
Рис. 3. Проблема неоднозначности выбора  

элементарной ячейки Браве 

Все элементарные ячейки делятся на семь синго-

ний в соответствии с параметрами элементарной 

ячейки Браве (табл. 1). В табл. 2 представлены раз-
личные формы для ячейки Браве и ячейки Вигнера–

Зейтца. 

На практике невозможно получить натурное на-
номасштабное изображение образца, полностью со-

ответствующее идеальной кристаллической решётке. 

Так или иначе, в структуре естественной кристалли-

ческой решётки будут присутствовать искажения 

(рис. 4), вызванные погрешностями измерений и 

ошибками распознавания атомов на изображении 

кристаллической структуры. В таком случае требует-

ся подобрать идеальную решётку, максимально точно 

соответствующую исходной структуре узлов, то есть 

решить задачу параметрической идентификации кри-

сталлических решёток. 
Среди существующих методов, позволяющих по-

лучить решение задачи параметрической идентифи-

кации с высокой точностью, выделяются метод иден-

тификации решёток, основанный на оценивании па-

раметров элементарной ячейки Браве [10, 11], и метод 

идентификации решёток, основанный на оценивании 

объёма ячейки Вигнера–Зейтца [12]. 

Табл. 1. Сингонии примитивных решёток 

Символ Сингония  
кристалличе-

ской решётки 

Стороны Углы 

aP Триклинная a ≠ b ≠ c α ≠ β ≠ γ ≠
 90 ° 

mP Моноклинная a ≠ b ≠ c 
α = γ =

 90 ° 

β ≠ 90 ° 

oP Ромбическая a ≠ b ≠ c α = β = γ =
 90 ° 

tP Тетрагональная a = b ≠ c α = β = γ =
 90 ° 

cP Кубическая a = b = c α = β = γ =
 90 ° 

hR Тригональная a = b = c α = β = γ ≠
 90 ° 

hP Гексагональная a = b = c 
α = β =

 90 ° 

γ =
 120 ° 

Табл. 2. Формы элементарных ячеек семи сингоний 

 кристаллических решёток 

Символ Ячейка Браве 
Ячейка  

Вигнера–Зейтца 

aP 

a b

c

a

b
g

  

mP 

a b

b

c

  

oP 

a
b

c

  

tP 

a
a

c

  

cP 

a

a

a
  

hR 

aa

a

a

  

hP 

a
a

c

  

Помимо задачи определения параметров элемен-

тарной ячейки, немаловажной задачей является срав-

нение двух кристаллических решёток [5, 13 – 18]. 

Среди основных методов определения схожести кри-

сталлических решёток выделяются следующие: ком-
паратор НИСТ [19], методы параметрической иден-
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тификации, основанные на оценивании плотности 

упаковки атомов внутри элементарной ячейки [20], и 

метод оценивания расстояний между изоповерхно-

стями [21]. Основной проблемой приведённых мето-

дов является высокая погрешность. 

 

Рис. 4. Идеальная (чёрный цвет) и искажённая (серый 
цвет) кристаллические решётки 

Для уменьшения погрешности сравнения двух 

кристаллических решёток оцениваются параметры 

соответствующих элементарных ячеек, а затем вы-

числяется некоторая мера схожести по вычисленным 

параметрам. Две решётки считаются схожими, если 

значение схожести превышает порог достоверности. 

В работе предложен алгоритм параметрической 
идентификации на основе градиентного метода наис-

корейшего спуска [22], ориентированный на повыше-

ние точности идентификации кристаллических решё-

ток. Результатом работы алгоритма являются пара-

метры элементарной ячейки Браве. 

1. Алгоритм параметрической идентификации 

на основе оценивания параметров 

 элементарной ячейки Браве 

Известной моделью примитивной кристаллической 

решётки является модель решётки Браве, описываемая 

тремя векторами трансляции 
1

p , 
2

p  и 
3

p  [9]. В работе 

[10] был предложен метод идентификации на основе 
оценивания параметров элементарной ячейки Браве. 
Метод предполагает вычисление шести основных па-

раметров элементарной ячейки Браве – длин трёх сто-

рон и величин трёх углов между сторонами [10]. 

Исходными данными для метода идентификации 

на основе оценивания параметров элементарной ячей-

ки Браве является конечное множество радиус-

векторов узлов кристаллической решётки. Базовый ме-
тод идентификации предполагает поиск трёх неком-

планарных векторов в исходном множестве узлов по 

принципу поиска ближайших к центру системы векто-

ров, удовлетворяющих следующим условиям: второй 
вектор не должен лежать на прямой, направляющим 

вектором которой является первый найденный вектор; 

третий вектор не должен лежать в плоскости, образо-

ванной из первых двух найденных векторов. 

Общий алгоритм предполагает выделение множе-

ства элементарных ячеек Браве, входящих в состав 

решётки; вычисление параметров каждой ячейки; ус-

реднение полученных параметров. 

Схожесть параметров элементарных ячеек опре-

деляется двумя мерами: мерой схожести сторон и ме-

рой схожести углов: 

{ }1 2 1 2 1 2
1 / max ,l l l l l l− = − − . (1) 

( )

( )

( )

11 21

1 2 12 22

13 23

sin

1 max sin

sin

 α − α
 
 

α − α = − α − α 
 

α − α  

. (2) 

2. Алгоритм параметрической идентификации 

на основе оценивания объёма ячейки Вигнера–Зейтца 

Метод основан на вычислении объёма ячейки 
Вигнера–Зейтца [11]. Для нахождения объёма необ-

ходимо построить ограничивающую ячейку плоско-

сти и вычислить её объём с помощью метода Монте–

Карло – случайного вбрасывания большого числа то-

чек в область решётки и определения количества то-

чек, попавших внутрь ограниченной области. 

Исходными данными для метода идентификации 

на основе оценивания объёма ячейки Вигнера–Зейтца 

являются количество вбрасываемых точек L и множе-
ство радиус-векторов узлов кристаллической решётки. 

Базовый метод идентификации предполагает вычис-
ление объёма ячейки Вигнера–Зейтца построением плос-

костей вида 
2

1 2 3
0,

k k k k
p x p y p z p+ + − =  1 ≤ k ≤ N–1; 

проведение L испытаний, в результате которых обра-
зуются L точек; подсчёт количества точек, попавших 

внутрь ячейки Вигнера–Зейтца; вычисление объёма по 

формуле V ≈ (2pm)
3
(I

 
/ L), где I – количество точек, по-

павших внутрь элементарной ячейки Вигнера–Зейтца; 

pm – граница области случайного вбрасывания точек. 

Алгоритм общего метода идентификации состоит 

из выделения множества ячеек Вигнера–Зейтца, вхо-

дящих в состав решётки, и вычисления их объёмов. 

Итоговая величина объёма ячейки Вигнера–Зейтца 

для всей решётки в целом определяется в ходе анали-

за полученного множества объёмов. 

Мерой схожести двух решёток является величина 

{ }1 2 1 2 1 2
1 / max ,V V V V V V− = − − . 

Несмотря на то, что объём ячейки Вигнера–Зейтца 

не обеспечивает достаточной информативности для 

разделения сингоний решёток, его оценивание может 

быть эффективно использовано на начальном этапе 

структурной идентификации для исключения заведо-

мо несхожих решёток [9 – 11]. 

3. Алгоритм параметрической идентификации 

кристаллических решёток на основе градиентного 

метода наискорейшего спуска 

Структура узлов модели идеальной примитивной 

кристаллической решётки Браве представляется через 

векторы трансляции в виде: 

( ){ }3

1 2 3
, , ,X x ip jp kp i j k= = + + ∈ℤ . (3) 

Задача параметрической идентификации кристал-

лических решёток заключается в поиске векторов 

трансляции 
1

p , 
2

p , 
3

p  [22, 23] для заданного иска-

жённого множества Xɶ , соответствующего множест-
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ву (3). Множество Xɶ  содержит конечное число ис-

кажённых векторов и описывается в виде: 

{ }
1,l l L

X x
=

=ɶ . (4) 

Для достижения высокой точности предлагается 

решать задачу минимизации ошибки вычисляемого 

решения. 

При заданном конечном множестве точек (4) це-

левая функция выражается в виде: 

( )
2

1 2 3
, ,

1

min
L

l
i j k

l

E x ip jp kp
=

= − + +∑ . (5) 

Будем использовать обозначения ( )
Т

l l l l
n i j k=  

и ( )1 2 3
P p p p=  для сокращённой записи основ-

ных формул. С учётом введённых обозначений для 

целевой функции (5) градиент принимает вид: 

( ) ( )
1

2
L

Т

l l l

l

E P Pn x n
=

 
∇ = − 

 
∑ . (6) 

Коэффициент наискорейшего спуска для градиен-

та (6) и целевой функции (5) принимает вид: 

( )( ) ( )
2

1 1

, /2
L L

l l l

l l

w E P n E P n
= =

λ = ∇ ∇∑ ∑ , (7) 

где 
l l l

w Pn x= − . 

Итерационный процесс выражается через форму-

лы (6) и (7) и представляет собой форму: 

( )1n n n
P P E P

+ = − λ∇ . 

Следует отметить, что вследствие проблемы неод-

нозначного выбора элементарной ячейки Браве по-

ставленная задача оптимизации в случае идеальной 

структуры узлов имеет множество глобальных мини-

мумов, соответствующих разным элементарным ячей-

кам Браве. Искажение кристаллической структуры 

приводит к наличию локальных минимумов, что ус-

ложняет решение данной задачи (рис. 5). Однако в от-
личие от общего метода оценивания параметров ячей-

ки Браве предлагаемый алгоритм представляет собой 

итерационный процесс, критерием остановки которого 

является наперёд заданная величина ошибки. 

Как и в случае с методом оценивания параметров 

ячейки Браве, данный алгоритм также предполагает 
вычисление степени схожести двух решёток при по-

мощи мер (1) и (2). 

4. Результаты экспериментальных исследований 

Исходными данными для проведения эксперимен-

тального исследования выступали 7000 смоделиро-

ванных примитивных решёток – по 1000 решёток для 

каждой из семи систем, представленных в табл. 1. 

Моделирование примитивных решёток осуществ-

лялось по случайным параметрам элементарных ячеек 

Браве представленных классов с последующим иска-

жением каждого узла трёхмерного множества узлов 
кристаллической решётки в соответствии с формулой: 

{ }
1,

l
l L

X x
=

= + δ , (8) 

где δ  – непрерывный случайный вектор, имеющий 

равномерное распределение по сфере с радиусом δ. 

 
Рис. 5. Сходимость векторов трансляции к решению 

при использовании разработанного алгоритма 

На первом этапе исследования вычислялись пара-

метры решётки, соответствующие трём представлен-

ным алгоритмам: алгоритму оценивания параметров 

ячейки Браве; алгоритму оценивания объёма ячейки 

Вигнера–Зейтца; разработанному алгоритму, основан-

ному на градиентном методе наискорейшего спуска. 
На втором этапе каждая решётка попарно сравни-

валась со всеми остальными: две решётки считались 

похожими, если значение мер по сторонам и углам или 

меры по объёмам ячеек Вигнера–Зейтца были не 

меньше 0,95. Выбор данного порогового значения свя-

зан с тем, что в настоящее время ошибка определения 

параметров решётки составляет не менее 5 % [7]. 

Результаты исследования точности структурной 

идентификации кристаллических решёток алгорит-

мами оценивания параметров ячеек Браве и Вигнера–

Зейтца представлены в табл. 3 и 4. Точность струк-

турной идентификации определяется как процентное 
отношение количества исследуемых (строка) решё-

ток, совпавших с эталонными (столбец), к общему 

количеству совпадений для исследуемого класса. 

Табл. 3. Точность структурной идентификации решёток 

алгоритмом оценивания параметров ячейки Браве 

 aP mP oP tP cP hR hP 

aP 44 28 9 5 0 7 7 

mP 21 34 21 13 0 2 9 

oP 12 27 31 19 0 1 10 

tP 7 21 23 29 3 4 13 

cP 2 3 7 28 29 28 3 

hR 14 5 2 6 7 44 23 

hP 10 17 12 13 0 17 31 

Табл. 4. Точность структурной идентификации решёток 

алгоритмом оценивания объёма ячейки Вигнера–Зейтца 

 aP mP oP tP cP hR hP 

aP 72 14 4 3 0 4 3 

mP 10 51 18 13 0 1 7 

oP 4 22 46 20 1 0 7 

tP 3 16 22 41 4 3 11 

cP 0 1 4 25 39 30 1 

hR 5 2 1 5 9 64 14 

hP 3 12 10 13 1 12 49 

Для кубических решёток точность определения 

достигает наименьшего значения для обоих алгорит-
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мов, что объясняется затруднённой классификацией 

данного класса решёток. Наибольшая точность опре-

деления достигается триклинными и тригональными 

решётками. 

В табл. 5 представлены результаты точности оп-

ределения решёток при использовании разработанно-

го алгоритма параметрической идентификации, осно-

ванного на градиентном методе наискорейшего спус-

ка. По данным табл. 5 можно сделать вывод, что точ-

ность идентификации существенно повышается при 

использовании разработанного алгоритма. Макси-
мальное увеличение точности наблюдается для гекса-

гональных решёток: с 31 – 49 % до 95 %. 

Табл. 5. Точность структурной идентификации решёток 

алгоритмом параметрической идентификации 

кристаллических решёток на основе градиентного метода 
наискорейшего спуска 

 aP mP oP tP cP hR hP 

aP 98 1 1 0 0 0 0 

mP 1 92 3 3 0 0 1 

oP 1 3 84 7 2 1 2 

tP 0 5 11 68 8 7 1 

cP 0 2 8 22 47 21 0 

hR 0 1 1 2 2 94 0 

hP 0 1 3 1 0 0 95 

Заключение 

Разработанный алгоритм параметрической иден-
тификации на основе градиентного метода наиско-
рейшего спуска позволяет достичь высокой точности 
идентификации по сравнению с алгоритмами оцени-
вания параметров элементарной ячейки Браве и объ-
ёма ячейки Вигнера–Зейтца. В результате проведения 
исследования выяснилось, что наихудшей точностью 
обладает кубическая сингония, что, в частности, яв-
ляется следствием проблемы неоднозначности выбо-
ра элементарной ячейки Браве. Однако следует заме-
тить, что разработанный алгоритм справился с иден-
тификацией кубических решёток лучше, чем даже ал-
горитм на основе оценивания объёма ячейки Вигне-
ра–Зейтца, которая однозначно определяется в задан-
ной структуре узлов. Наилучшей точностью опреде-
ления в результате решения задачи параметрической 
идентификации посредством каждого из рассматри-
ваемых алгоритмов обладает триклинная решётка. 
Точность структурной идентификации разработанно-
го алгоритма оказалась в 2, а в ряде случаев и в 3 раза 
выше, чем у существующих алгоритмов параметри-
ческой идентификации. 
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Abstract 

In the analysis of a crystalline substance, the problem of crystal lattice parameter identification is 

of a great interest. However, the existing methods for solving this problem, such as the Bravais cell 

parameters estimation method and Wigner-Seitz cell volume estimation method, do not provide the 

required level of accuracy. Aiming to address the problem of low identification accuracy, the paper 
proposes an algorithm for crystal lattice parameter identification based on the gradient steepest de-

scent method. The study of the feasibility of the structure parameter identification is carried out using 

a large set of distorted lattices. The results obtained show a significant increase in the identification 

accuracy in comparison with the above-mentioned parameter identification methods. 

Keywords: parametric identification, unit cell, crystal lattice, Bravais cell, Wigner-Seitz cell, 

gradient steepest descent method. 
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