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� .� . �������� 1, � .� . ��	�
��� 1, � .� . ��	�
��� 1, � . . ��������� 1 
1���
�
�
  	����
������  �  ����
	�����  �� . � .� . ��
���������  ��� , �	����� , ������  

���������  

���!"�#�����  ��
���  ����$����  ����������  �����	  ��	
��  �	����  	�
�����	�  �  
������������	�� , ��"�����$�  ��  ������  	���"�����	�  �����"��	�  ��!��� . �������  
����������  �$��"��	�  �
"�����  �  
�"��	�	  ��	
���	  	������"��		 , �����$�����  ��"� -
��  ��  ��	��������  ����!�  	������"��		  	  	������"	����$�  !���$� . ���!�������	���� -
��  ����������  ����!�"��	�  ���
��!	��#�  ��"	������  	���"������$�  !"�  %���	�����	�  
	�
�����	�  ��!���  ��  ��"	�	��  �����	  ��	
��  	������"��		 . �  !�����  ��
���  ��	��!�� -
��  ���  ���"����$  	������"��		  �%���	������$�  ������$�  ��!��� , �����
  �����"��	���� -
#�  ��
�	���"���#�  ����!�"��	�  �!�	#��  ��!���  �����	��"���  1 ��!�� , ���  	  ������  ���	 -
���&	�  ��	  '���  ��	
��  	������"��		 . ������� , ���  !�  �����!��	�  	�����	�  ��"��  
���!������  ��"	������  ��!��� , ���
��!	���  !"�  !���	���	�  ���
��!	��#�  ������  ��	
��  
	������"��		 . ���!"�#���$�  ����!  ����"���  ������"	������  ��"	�	��  ��	
��  �  ������ -
��  	�����	� . ������� , ���  ������  ��	
��  ����!�  ������������	� , ����������  ��  ����� -
�$�  	�
�����	�� , ��"���������	��� , �����"���  ��"	�	��  ��	
��  ��	�	�  ���  ��  ����#�  
	�
�����	� , ���  	  ��  ��
���  ��
�	���"��$�  ���&��	�  ��!���  �	��#�  �������	� . ��	 -
��!(�  ����  ����  ��"����	�  ���"������  ��
��$ , ���	���  ��  %���	�����	�  �������#�  	�
 -
�����	�  	  �����	���  �$��!��	 .  

������ �  ����� : 	������"��	� , ������  ��	
��  	������"��		 , �
��
����  '�����	 -
�����"��$�  !���$� . 
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*�����������	�  – '��  �������  �������	������  
�
��
���	 , �  �������  ��!�(���  	�
�����	�  �  
� -
"��  �$�����  �������		  	  ���		  ��!���  	�
�� -
���	�  �!��#�  	  ��#�  ��  �
+����  �  
�"��  �	�	�  
�������	�� .  

�  ��������  %���	�����	�  	���!�$�  	�
�����	�  
�$�����������$�  ���������$  ��#��  ��������  ��  �� -
�$�  ��	�	��� , �  ���  �	�"�  	 -�  ��"�#�  �	�"�  ��� -
����$�  ��#	���	���&	�  ����� , ���������(���#�  
�����  ��  ��"	��$�  '"������� , !�	���	�  	  ��  �%��� -
�	���������	  �����$ . *�����������	�  ��"�����  �� -
�$����  ��"��	��  !���"	  	�
�����	� , �����$�  ���� -
���� . ,��#	�	  �"����	 , ������������	�  ���!���$ -
����  	"	  	������"	����  ��������$�  !���$�  	  	�� -
�&	���  	  ���!	�  �  �	�	����  ���$�	�  	  �#"��	�� -
�	�  	�
�����	� . �  ��
���  [1] !��  ��!��
�$�  �
��  
��  ����!��  ������$����#�  �������	�  (��������� -
���	� ) !"�  �����������		  	�
�����	�  ��  ������  
�����"��	�  ��!���  �	��#�  �������	� .  

-���!$  ������������	�  �  ������&��  �����  ���	� -
��  ����
��$������  	  	���"������  ��  ���#	�  �
"� -
���� . �  ��������	 , �  ���	�  �	������  ���	���	�#� , ���  
!	�����	�����  ��!	�����	� , 	!���	%	���	�  	  ����� -
�����	�  "	�  "�!��  	  ������$�  �����  ������
	"�� , 
�������	������  ����������	�  ��"�� , �����	���$�  	  
�'��%������	���	�# , ����	�����	�  ��!	�	���	�  �
+ -
����� , �	�������	�  ������������  	  � .� .  

��������  	�����	�  !���"�	��"����  	�%�����		  
!"�  ������������	�  — '��  	�
�����	�  �!��#�  	  
��#�  ��  �
+���� , �����	��"���  ���&(���#�  ��  �� -
�"�!�����"��$�  ��!��� . �	���"	  �����$ , ��"���� -
&��  	�
�����	� , 	����  ����"����  ����� , ��'����  
��
"�!�����  �����	�  �	���"�  �������������  ��  �� -
���	�  �  ����������  �����  ��  ���"����  	�
�����		 , 
�  ��"�����  ����!���	��  ��  ���������  ����������	  
����	 . �
+���  ���&����� , ���  ����	"� , ��  ����"��  
�	�"�  �	���"�� , ��'����  ���$������  ������$�  	� -
��"������  	�%�����	�  �����"��	�  ��!���  !"�  �� -
������	�  �!��#�  	�
�����	�  �$����#�  �������	� .  

��  �	� . 1 ���!����"���  �����  ��
��$  ����!�  �� -
����������	� , �����$�  �����	�  	  ����  ���!	� . ��  
������  ���!		  (�	� . 1, �	%�$  1, 2 	  3) ����!�"���  
�!�	#  ��!���  �	��#�  �������	� . ���"�  ����!�"	 -
�	�  �!�	#�  ��!���  �  ���������  !�  �	���"�  ������!��  
�  ���!		  ����!�"��	�  ��
�	���"���#�  �!�	#�  (�	� . 1, 
�	%��  4). ��	  '���  ����!�"��	�  ��
�	���"���#�  
�!�	#�  ��!���  �����  
$��  �$��"����  ���$�	  ��� -
��
��	 , �  ��������	 , �  ����&��  �������$�  �����  [2], 
�  ���!���	��"��$�  ���"	���	��  ��!���  	  ��	����  
	�
�����	� , ������� , 
�!��	  ���������$�  �  ��( -
���  !�	���	� , !���  �	�	��"����  ���������  ���!�� -
�	����  ���"����	�  ��  	���!�$�  	�
�����	�  �	��#�  
�������	�  [3, 4], �  ����&��  �����#�  ����!�"��	�  
��
�	���"���#�  ���&��	�  ��  ��"����	�  ����	����  
%����		  ��	����  �����"��		  ��!���  	�
�����	�  
[5]. ��  ��"��	��"����  ���!		  ���	��!	���  ����� -
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&��	�  	���&����  ���		  ��!���  �  	�����$�	  
��
�	���"��$�	  ���&��	��	 , �������  �$��"������  �  
����&��  	������"��		  [1] (�	� . 1, 	�
�����	�  5).  

�  ��������  �����  �
��
���	  ���	����  ��	
�	 , 
������$�  ���  �  ����!�"��	��  ��
�	���"��$�  ��� -
&��	� , ���  	  ��  ���������	  �������!�������  ����!�  
	������"��		 . ������  ���	���&	�  ��	  '���  ��	 -

��  ��"�����  ������ , �����"����  �!����  [6]. ,�� -
���	��"��� , ��"�  ���  	"	  	�$�  �����
��  (����!�� ) 
��"��	��  	�
�����	�  ���"	�����#�  �������	� , 
���
��!	��  �����  ����� , �  �����  ����  ���"����  
�!�������  !�����	��"�����	 . 

 
��� . 1. "����  	�#�
  ��
���  ��$�		��	������ .  

!�%	���  1, 2, 3 �#�������  ���	  �����&�  	��	������ . 
!�%	�  4 �#�������
  ���#	�'����  ��  �����()�� �  
�  ��)
��  ��#$������� �  ���(���*  ���	��  �����&�  

	��	������ . !�%	�  5 ���
��
�
���
  ��
�	$���	��������  
���#	�'���� , $����������  ��  ���#	�'����  4 

.�%�����	�  �  ��
�	���"��$�  ���&��	��  �����  
��"��	��  	  ��"�����$�  ��!���  �	��#�  �������	�  
	  ��"��	�  	�����	� . ����	��� , ��"	  	������  ��� -
�����  	  ������"��	�  !�	���	�  %��������$ , �����  
�����
����  ��"	�	��  �	
���		  	  ����	�  �������� -
"	����$�  %������� . ��'����  ��"	�	��  ��	
��  ��	  
����!�"��		  ��
�	���"��$�  ���&��	�  ��!���  �  �� -
�	��"����  ����  ��	�	�  ��  ��"��	�  	�����	� , ��� -
���"	����$�  ��"������ . �  ��  ��  �����  ��	
�	  	� -
�����"��		  ��	���  ���  ��  ����!�  	������"��		 , ��  
��
���  ��
�	���"��$�  ���&��	� , ���  	  ��  ��"���� -
��#�  	�
�����	� . /����  �����	  ��	
��  	������"� -
�		  !�"�"	��  ��"���  ��	  	���"�����		  ������$�  
	�
�����	�  	"	  ���	� -"	
�  ���!��"����	�  �  ���� -
�����  	�
�����	�  [1, 5–11]. ��	  '���  ���!��"�#��� -
�� , ���  ��"	�	��  ��	
��  !"�  �$
�����#�  ����!�  	� -
�����"��		  ��	�	�  ��"���  ��  �	!�  	�
�����	� . �  ��  
��  �����  �  ����&��  �"#��	��� , ���!"������#�  �  �� -

���  [7], �����  ��!���  ����! , ����"��&	�  ����	��  
��	
�	  	������"��		  '�����	�����"��$�  !���$�  

�  	���"�����	�  ������$�  	�
�����	�  	  ���!�� -
"�#���$�  �������  ��"������#�  	�
�����	� . -���!  
[7] ��  ����"���  �$�	�"	��  ������  ��"	�	��  ��	
�	  

	������"��		 , �  �#�  ����&��  �����  "	��  ����	��  
��������  ��#��������  	������"��		 . 

�  !�����  ��
���  ������"		�����$  ���������	  
����#�  ����!�  �����	  ��	
�	  	������"��		  
�  	� -
��"�����	�  ������$�  	�
�����	�  	  ���!��"�#���$�  
�������  ��"������#�  	�
�����	�  !"�  �����	  ��	
��  
�	����  	�
�����	�  �  ������������	�� , ��"���� -
�$�  ��  ������  	���"�����	�  �����"��	�  ��!��� . 

1. �������  ��������  ������  ������  �������  
�����������  �  ����������������  

/�������	�  ��
���  ����!�  ������������	�  ��  
��	����  �����  ������  !"�  �����	�����#�  ��	���� -
�	�  �!��	 , ���  �'��%����+���� . *  ��"��  ���"	���	�  
�������	�  	���"����  ���	�  ��!���  �!��#�  	����� -
���&�#�  �
+���� , �����$�  ���	��!����  ���"�!��� -
��"���  �!�"�  ��"(�� . 0�!���  �����&��	�  '�	�  ��!���  
�����  
$��  ��
	��  ��  !��  ��#�  �  	���"�����	��  
%����		  ��	����  �����"��		  '�	�  ��!��� . *����"�  
���	��!	���  #��
��  �����&��	�  �  ���������  !�  
�	���"� . ,�"��  ���
��!	��  �!�"���  ��
�	���"����  
�����&��	� , �������  ��	���  ��!��
�� . ��������  ��  
�� , ���  �  ��"��  !�	���	�  "�����"���#�  ��������  
�����  ��	����  ���  �!�������� , �  ���"�����	  	 -�  
���#	�  ��������"	����$�  %�������  (�	
���	� , �� -
!���$�  �����	  	  ���!����!����	  ��!�����  ���!$ , 
���$�$  �����  	  � .� .) ��
�	���"����  ���&��	�  ���$ -
������  !�������$� .  

-$  ��	���  ���  �������  %���	�����	�  ��������  
���		  ��!���  �	��#�  �������	� , %���	�����	�  
	�
�����	�  
�"���#�  �������	�  	  '���  ���		 , ���  
	  ������  ��	
�� , 	������"��		 . 

�  !�����  ��
���  �$  
�!��  	���"������  	������ -
"��	���$�  ����! . ��  �����	�  	  ����  '����� : 

1. 1���  ��#	�����		 , ��  �����  ������#�  ����!� -
"�����  ��"	�	�$  �!�	#��  (�  ��
�	���"����  ����� -
���� ) ��!���  �����	��"���  �����#�  ��!�� . 

2. 1���  	������"��		  !"�  ��"����	�  	�
�����	�  �  

�"��  �$���	�  �������	�� , ���  �  	���!�$�  ��!��� . 

3. 1���  %	"�����		  !"�  ���$���	�  ��������  �� -
�������	�������#�  	�
�����	�  �$����#�  ������ -
�	� , ��"������#�  �  ���!		  2. 

�  '���  ��
���  �$  ���$������  ����!�"	��  ��  �� -
"�������  	�
�����		  �
"���	 , #!�  ��	
�	  	���� -
��"��		  ��#��  
$��  ����	��"��$�	 . 

������ !  "#!$"�%�&!��'  
1. �
+���	� , %���	���&	�  	�
�����	� , ��"��� -

��  	!��"��$� . 2�"��	�  !	%����		  ����������� . ,�� -
������  ��"���  #������	������  ���	�� . 

2. �#���	���	�  �������	�  	�
�����	�  ����!� -
"�����  ��"���  ��"	�������  �����������	��"��$�  
'"�������  (�	���"�� ) ��  �!	�	��  �"�&�!	 . 

3. *����������	��"��$�  �	���"	  �"����  ������� -
�$  	  ��  	����  �����������  ���!�  ��
�� . 0�  ����  
'��#�  ��"��	�  	�
�����	� , �������  ��!���	�  ��"�	�  
�
+���$  	  ��	�  ��"��$ , �����  
$��  ���������"���  
��"������ , �����"���  �����������  '"�����$  	�
 -
�����	� , ����!��&	�  ���!�  �	���"��	 . 
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4. .�
�����	�  �  ���!�"��  �!��#�  �	���"�  ����! -
������  ���������� . 

5. �	���"	  	����  ���!������  %���� . 
6. ���!���	��"����  ��
���  ��  �����&��	�  �  ��� -

������  !�  �	���"�  ��!�"��$�  ��!���  �����!��� . 1��  
��"��	�  ��  �
����"��� , ��  ��"	  ���  �$��"���� , ��  
����	���  ��	����  %����		  �����"��		  ���!�  �� -
�$�	  ��!���	  
�!��  �����"�#�����  �  ����"�  ����!	 -
���  (0, 0). 

7. *�
�	���"��$�  �!�	#  ��!���  �����	��"���  
!��#  !��#�  ��  �!��  (��  	������ ). 

2. �������
����  �����
���  �����������  

3�"�  '��#�  '����  – %���	�����	�  ���		  ������$�  
	�
�����	�  �	��#�  �������	�  	  �!��#�  	�
�� -
���	�  �$����#�  �������	� . .�
�����	�  �	��#�  
�������	�  ���	��!	�  �����������	��"����  ����	��  
�	��#�  �������	� , �  �������  �����$  �	���"��  �  
Np ��  
�"��� , ���  �  �������#�  	�
�����	� . ,"�  �� -
"����	�  �!��#�  ��!��  �$  !�"��$  ����!�	��  ��������  
	�
�����	�  ��  Np �	���"��  ��  #��	����"	  	  ����	 -
��"	 . ��  �	� . 2 ���!����"���  	���!���  (128×128 �	� -
��"�� ) 	  ����!�(����  (Np = 4) 	�
�����	�  �'��%��� -
��	��� .  

� )  

#)  
��� . 2. ��������  ���#	�'����  (� ) 	����	��  128×128 

$�������  �  ��	���)����  (#) 

4���!�(����  	�
�����	�  !�������	����  �� -
������  ��������  	�
�����	�  ��	  	!��"����  ������ -
���"��		  	  42 = 16 ��!��� .  

��	  %���	�����		  �������#�  	�
�����	�  ���! -
��"��	� , ���  ��!�"��$�  ��!�$  %���	������  �!�"�  
#��	����"����  ��	 , ��  ��
�	���"����  ���&��	�  
���	���!	�  ��  �
�	�  ����  �!���������� . 

.  ����!�(���#�  �������#�  	�
�����	�  !"�  %�� -
�	�����	�  �!��#�  ��!��  �$  �����  ����  ���!$�  Np 
�	���"�  ��  #��	����"	  	  ����	��"	 . ����(�  �	��� -
"��  �����#�  ��!��  ���	����  �  "���#�  ������#�  �#"� . 
����"�  ���!�#�  �"�!��&�#�  ��!��  ���	���!	�  ��  
�!�	#��  ��  #��	����"	  	  ����	��"	 . ��"	�	��  �!�	 -
#� 	  �����  
$��  ����"�� , 	  "��	�  �  ���!�"��  0…1, 
���������#�  ��  Np. ,"�  �
�������	�  ��  ��"�#�  �!�	 -
#� ���
��!	��  ��	���	��  	������"��	� . ��"	  �!�	#  

�"���  Np, ��  ���	��!(�  �����&��	�  �  ���������  
!�  �	���"� , ���  �  ��
���  [5].  

)��	�  �
���� , ��	  ��!�"	�����		  ���	����� -
�$���#�  	�
�����	�  ���!"�#�����  
����  ��#  !	� -
����	��		  ��  ���!��  ����!	����  �  Np ��  ��"��� , 
���  %���	����  ����	��$�  %�����	���	�	 . �  ��	  
�
��
����  �	%����#�  	�
�����	�  (�  
�"��	� , � .� . 
«�!	�	��$� » ��#�� ) ���!"�#�����  ��	����  ������� -
�����	��  ������  �  '����  ��"����  ��#� .  

���  ��"�����$�  �$��������$�  �
����  ��!�$  
�����  ���!����	��  �  �	!�  �
&�#�  �	�����  – �	� . 3 
(%��#����  �	� . 2#). 

� )  

#)  
��� . 3. ���#	�'���� : � ) $�	� *  ���	 ; #) ���  N =  5 ���	�� , 

	��$���'��� �  $��������
�����  �	�&  ��  �	�&��  

��	  ��"����		  �	� . 3 �!���"���  ����	��  �!�	#��  
Sm ��!���  �����	��"���  �����#�  ��!�� : 
+�#� . 1. ,�
	�-�  ����&��  Sm ���	��  �
����
�����  $�	��&�  

���	� . 1 �
	���  – ����	  ���	� . 2 �  3 �
	���  
���
��
�
�����  ��������  ����&��  $�  &�	����
���  

�  ��	
�����  �  �����  $������  

1 2 3 4 5 
0 0,375 0,625 0,875 0,375 
0 0,625 0 0,375 0 
��  '���  '���  %���	�����	�  �������#�  	�
���� -

�	�  ������� . ,�"��  �$  
�!��  	���"������  ��"���  
�	� . 3#, �  ��
" . 1 ���  ���"��	�  !"�  �������	�  �  �$ -
�	�"���$�	  �����	��	  �!�	#�� . 
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�	��  �$  ��������	�  ��"����	�  	�
�����	�  
� -
"��  �$����#�  �������	� , ���  ��  �	� . 3� , 	���"���  
��"���  	�
�����	�  ��  �	� . 3#. 

I. .
�$  	�&��
	�-��  

��  '���  '����  �$  �$�	�"	�  �����	�  �!�	#��  �� -
!�"��$�  ��!���  �	� . 3# �����	��"���  �����#�  ��!�� . 
1��  �����  �!�"��� , ����	��� , ��� , ���  ��	����  �  [5], 
��  �  ��	�����	��  ���!���	��"����  	������"��		 , 
�����"���  ���!��"�#�����  ��"	�	��  ���&��	�  ��! -
���  ������  ������  �	���"�  ��!�� . �  ��
���  [12] 
$ -
"�  �������  ��"��  '%%���	������  ����#�  ��!��!� . 
-$  '��  �!�"���  �  ����&��  ��	����  �����"��		  �  
����$�  ��!��� , ��  
�  ��	�����	�  ���!���	��"����  
	������"��		 . 

��  	�
�����	��  �	� . 2 	  3 ��	���������  �����$�  
�
"���	 , ��	���	������$�  �  #��	����"����  ������"� -
�		 , ������$�  �  ��"�����  	"	  �"�����  ��"����  (�  
������  	�
�����	� ) 	  !��	��  (��	�  	�
�����	� ).  

���
����  '��  ������  �	!��  ��  �	� . 3# #!�  	�
 -
������  ���	�  	  5 ��!��� . 1��  �
+������  ��	����� -
�$�  ��������  ��	����  �����"��	�����  %����		  
(��5 ), 	�
���(����  ��  �	� . 4� . 

� )  

#)  
��� . 4. /	�%��  %���-��  R – ��	��	������*  �������*  
��		���-��  1 �  3 ���	�  (� ), 	��	��  �
�&�  &	�%���  (#) 

��  �	� . 4 ���!����"��  #��%	�  %����		  R – ����	 -
��������  ��	����  �����"��		  1 	  3 ��!�� . 

����!  ����!�"��	��  ��"	�	�  ��
�	���"��$�  
���&��	�  �$  !�"��$  ����	  ��"����	�  ����	����  
��5  ��  �
�	�  ����  (x 	  y) �  ���������  !�  �	���"�  
[5]. ��  �	� . 4�  '���  ����	���  �����"����  �  ����"�  
����!	��� , �����  (0, 0). /���$ , �  ����&��  �����$�  
	&��  ����	���  ��5  �  ��
�	���"����  ��������� , 
�����!����  ����  ���!�����  ��"����	�  ����	����  

��5  �  ���������  !�  �	���"�  (�	� . 4#). �  �	"�  ��#� , 
���  ���"����	�  �	���"���#�  ����	����  ��  	��	���#�  
(�  ���������  !�  ��
�	���"� ) ����"	��  (!�"	  
�	���"� ), ��  	  �"	��	�  ���"����	�  ��  ��	
��  
����!�"��	�  ��"����	�  ����	����  ��"� .  

�  ��
����  [13, 14] ������� , ���  !"�  �"����  �"�� -
���  %���$  %����		  ��	����  �����"��		  �	#��"�  
(��"	�	�  �����"��	�  ����	�����  �  %����		  ����� -
"��		 ) ��"����
����  ��"��������  ����!�"��	��  
������  ������	  ��5 . �  �����  �"����  '��  ��  ���  – 
%����	�  �����"��		  	����  �!	�  ����  �$������$�  
����	��� . ��'����  �$  ������  �����"��������  
�"��  
�����$�  �����
�� . ,�"��  �$  ��	!	� , ���  �"	��	�  
��	
��  �  ����!�"��		  ��
�	���"���#�  ��"����	�  
����	����  ����"	��  (�	� . 5, 10, 11).  

��  �	� . 4# �	!�� , ���  #��%	�  R �����	��"���  ��� -
�	����  ���	�����	��� . ����	!�� , ���  ��"	�	��  '���  
���	�����		  ����!�"�����  ��"	�	���  ���&��	�  ��! -
��� . *"�!���  �����	�� , ���  �����	�  %����		  ��	� -
���  �����"��		  �  ������ , !�"(�	�  ��  ����	���� , 
�����	����	  ��  ��	�	�  ��  ��
�	���"���#�  ��"��� -
�	�  ����	���� . ��  �	� . 4# �	!�� , ���  �����	�  �  ��� -
���  �  ����!	�����	  –2 	  3, –3 	  4, –4 	  5 �����	����	  
�!	�����$ . ��'����  
�!��  ��������	����  ��"���  
����	  �
"		  ����	����  �����"��	�����  %����		 . 
���!��"��	� , ���  ����  �!�"�  ����!	������  ��	  
%����		  ��	����  �����"��		  �
"		  ����	����  
���!����"���  ��
��  �����
�!����$�  ����#�"��	�  ��  
��������  ����	��� . ��  �	� . 4# '���  ����#�"��	�  
�
������  ����$�	����  "	�	�� . ���"��  ������  ��� -
�#�"��	��  ����!�"�����  �����"����	��  �����  �  
����������	  ����	���� . ��"����	�  ����	�$  '��#�  
����#�"��	��  ����!�"���  ��
�	���"��$�  �!�	#  ��! -
���  �!�"�  ����!	����$�  ���� .  

��  �������		  �!���$�  ���"����  ������  ����� -

�!�����#�  ����#�"��	��  	  �#�  ��  ������$  (�	� . 4#, 
����$�	����  "	�	� ) �����	��  #������	������  �!� -
�	  �$��!��  %����"�  !"�  �����	  ��"	�	�$  ��
�	� -
��"���#�  �!�	#� . ��"	  �
����	��  �����	�  %����		  
��	����  �����"��		  ��  �����  �	� . 4# �
"		  ��� -
�	����  ���"�!�����"���  ���  R1 ... R3, ��	�(�  R2 ���� -
���������  ����	���� , ��  ��"	�	��  ��
�	���"���#�  
�!�	#�  �����  ����	����  ��� : 

3 1

2 1

1

2

R R
x

R R

� �-
D = � �-� �

, ��"	  1 3R R£  	  

3 1

2 3

1

2

R R
x

R R

� �-
D = � �

-� �
, ��"	  1 3R R> ,  (1) 

#!�  Dx �
�������  ��"	�	��  ��
�	���"���#�  �!�	#� ; 
R1…R3 – �����	�  %����		  ��	����  �����"��		  �  
������  �  ����!	�����	   –1, 0, 1 (�	� . 4#).  

.���"�����	�  (1) ����"���  ��  %����	��  ��	� -
���  �����"��		  ��!���  �����	��"���  �����#�  ��!��  
�$�	�"	��  ����	�  �!�	#��  S_m.  

/��"����$  �$�	�"���$�  ���	�  �
����  �!�	#��  
��!���  ��  �!���$�  �!�	#��  ��  �
�	�  ����  (���  ��  
��	  x (�
������$  ����#�"��	���	 ), ���  	  ��  ��	  y 
(���
$ )) !"�  16 ���	�����  ��
�	���"��$�  �!�	#��  



������  ��	
��  �	����  	�
�����	�  �  ������������	��  … ������	�  � .� ., ��������  � .� ., ��������  � .� ., ���	�	�	�  � .� . 

������������  ���	�� , 2017, ���  41,   5 705 

(�	� . 5) ����$���� , ���  ��"�������  ��	�	�����  

"	��  �  "	������ . ��  '���  '���  ��#	�����		  ���� -
�	������ . 

 
��� . 5. /	�%��  ���������
�  � ��������&�  ����&�   

(smv – $�  ��	
����� , smg – $�  &�	����
��� ) �
  �������&�  
Sm. ���#���  �  
	��&���������  �
�����  	�����
�
  

� �������*  $�  ��	
�����  �  $�  &�	����
���  
���
��
�
����� , �  $	����  �#�������
  ������� �  ������  
�  �
��
�
���  ���#��  �$	��������  ��#$������� �  ����&��  

II. .
�$  ��
�	$���-��  

��  ������  �����	����$�  ��
�	���"��$�  �!�	#��  
S_m 	  ���		  ���"�!�����"��$�  ��!���  (�	� . 3#) ��� -
��  �  ����&��  	������"��		  ��"��	��  	�
�����	�  �  
�������	��  
�"��	� , ���  ��  	���!�$�  ��!��� . �  
��������  �!��#�  	  ������$�  �	!��  	������"��		  
�$  	���"����  	������"��	�  �
����$�  �������$�  
��������	�  (.��/ ) [11], ��	��������  �  �����#�� -
%		 . .���"�����	�  '��#�  ����!�  ��"����
����  ��	  
����#�"�����  �����  �"��  	������"��		 .  

/��"����$  ��	�����	�  	������"��		  �  ��(���  
�	� . 3# 	  �	� . 5 ���!����"��$  ��  �	� . 6. 

/	� . 6�  �������������  ������  32×32 �	���"� . �� -
"	  	������"	������  �#�  �  ��"��  ���"	���	�  ��"	�� -
����  �	���"�� , ��  �����	�  �	!  	���	���  (�	� . 6#). 

*������	�  �	� . 6#, �  ����"���  �!�"���  �$��!  �  
��� , ���  ��  �	!��  �������  ���	�$  �  	�
�����	�� , 
��"�����$�  �  ����&��  	������"��		  �!��#�  ��!��  	  
���	  ��!��� . �������  �����  	�����	�  �������	�  
�����  ��"���  ���"�  '����  %	"�����		 . 

III. .
�$  %���
	�-��  

3�"�  '����  %	"�����		  – ���$���	�  ��������  
���������	�������#�  	�
�����	�  �$����#�  ���� -
���	� , ��"������#�  �  ���!$!�&��  ���!		 . 1��  !� -
��	#�����  �  ��(�  ���������		  	������	� , �$��� -
��#�  ����!���	��  �����������	��"����  ����	�$ . 
-$  
�!��  �����	����  ���"����$ , ��"�����$�  	  
��!���  ��	�����#�  ������  – 32×32. .  ���	�  ��! -
���  �$  ��"�����  	�
�����	�  128×128 �	���"��  �  
����&��  	������"��		  �  ������  ��
�	���"���#�  
���&��	� . ��'����  	���"����  %	"��� , �������	 -
���&	�  %����	�  �������	�  ����	  �  �	!�  ���!��� -
��#�  �����  �������  ���$��  �	���"�  ��  #��	����"	  
	  ��  ����	��"	  [8].  

��  �
��
��$������  	�
�����		  (�	� . 6� ) ��	 -
���������  ��� , �$����$�  ��	
���	  	������"��		 . 
,"�  ��������	�  �"	��	�  '��#�  ����  ��  ��"�������  

	�
�����	�  	���"����  ����&(��$�  %	"���  �	����  
[8] (%����"�  5.8–3). 

� )  

#)  

� )  
��� . 6. ���#	�'����  ����&�  ���	�  (� ); ��
�	$���	����� �  

���#	�'����  ��  ����&�  ���	�  �  �����������  	����	�  
 �  4 	��� , (#) �  $�
�  ���	��  (� ) 

2

2

( , )1
( , ) ( ) ( , ) ,

( , ) ( , )

H u v
F u v G u v

H u v H u v K
=

+
 (2) 

#!�  F(u, v), G(u, v) – ������$  ���������"����#�  	  	� -
�������#�  	�
�����	�  �������������� , H(u, v) – 	� -
�����&��  %����	�  (��  ���������  ���!����"��	� ); K – 
'��	�	������  ��������� ; u, v – ��������������$�  �� -
����$ . .������&��  %����	�  H(u, v) �������������  
%����		  �������	�  ����	  �  �	!�  ���!�����#�  �����  
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�������  ���$��  �	���"�  ��  #��	����"	  	  ���$��  
�	���"�  ��  ����	��"	 . 

�  ���"�����  	  	�
�����	�  (�	� . 6#, � ) ��"��	�  
	�
�����	�  
�"��  �$����#�  ��������  – �	� . 7� , #. 

� )  

#)  

� )  
��� . 7. 0
%���
	����� �  ��
�	$���	����� �  

���#	�'����  ����&�  ���	�  (� ),  
$�
�  ���	��  (#) �  ����
�  ���	��  (� ) 

.  �	� . 7 �	!�� , ���  	���"�����	�  ���	  ��!���  
��&��������  ���"	�	����  �������	�  ��  �������	�  �  
	�
�����	�� , ��"�����$�  	  �!��#�  ��!�� . 2���  
�	!�$  ��"�	�  !���"	  	�
�����	� . ,"�  �������	�  
��	��!���  	�
�����	�  �	� . 7� , ��"�������  	  !����	  

��!��� . ��  '���  	�
�����		  (�	� . 7� ) ����	"	��  �&�  

�"��  ��"�	�  !���"	 . 

�!����  ���	����  ������ , �����  "	  �$!�"	��  ��  �
 -
"���	  ��  ��"�������  	�
�����		 , �����$�  ��  ��!�����  
��	
��  	������"��		  	"	  ���
����  ��!�����  	�  �"	� -
���  ���#� . �����"���  ��"	�	  ��	
�	  	������"��		 ?  

�
$���  ��	  	���"�����		  	������"��		  ����� -
����  �(  ���"����$  ��  ������$�  ��	�����  [6]. �!����  
�����  ��������  ��  ����"���  ��  �����	��  �$!�"	��  
�
"���	  �  �������  
�"��	�	  ��	
���	  	������"� -
�		 . ,��#	�  ���	�����  ��"�����  ��������	�  ������ -
�	����	�  ��!�"��  	��"�!����#�  �������� , ��  ������  
�����$�  �����  ���  �$
	����  ����!  	������"��		 , 
���  	  ���!���$����  �
"���	  
�"��	�  	"	  ��"$�  
��	
��  	������"��		  [9]. ��	  �
��
����  	�
���� -
�	�  �
�  '�	  ����!�  !�"���  ��  ���#!�  ��	���	�$ .  

�&�  �!	�  ����!  �����	  ��	
�	  	������"��		  
'�����	�����"��$�  !���$�  �����  
$"�  
$  �!�"���  
��  ������  ���"������  ��
��$  [7]. ��	���	�  '���  �� -
��!  !"�  �$!�"��	�  ���
"���$�  �
"�����  	  �
"�����  
	������"	�������#�  	�
�����	� , ��  ��!����&	�  
�����$�  ��	
��  	������"��		 .  

,"�  �!�
����  	���"�����	�  ��!	%	�	����  ��� -
���$�  ����! . 

3. ��������  ������  ������  ������  ������������  

��"	�	�$  Zi(xi, yi), �����$�  ���
��!	��  	������ -
"	������ , ����$  	������$�  ��"	�	���  !�  	�  �
�� -

���	 . 

1. �$�	�"	�  	������"	��������  �����	�  Z(x, y) �  
�����  �  ����!	�����	  (x, y). 

2. ��"	  '��  �����  ��"�����  �"��  	������"��		 , ��  
�����	�  ������	  �������������  	��������  ��"	�	��  	  
��'����  ��	���� , ���  ��	
��  �  '���  �����  �����  ��"� . 

3. ��"	  �����  (x, y) ��  ��"�����  �"��  	������"� -
�		 , ��  ����!	�  
"	����	�  ��"  	������"��		  (xi, yi) 
��  �����	��  �	#��"  Zi(xi, yi). 

4. 4�"  �  ����!	�����	  (xi, yi) �!�"��� , �  ������  �� -
#�  ���$�  �"��  ��	����  	������"	��������  �����  
(x, y). 

5. �$�	�"���  	������"	��������  �����	�  �  ��� -
��  (xi, yi) �  ����&��  �"��  	������"��		  �  ���$�  � -
"��  	������"��		  (x, y). 

6. �$�	�"���  ��!�"�  |Zi(xi, yi)–Z(xi, yi)|, �����$�  	  

�!��  ��	����  �������  ��	
�	  	������"��		  �  �����  
(x, y). ��  �������		  ���"������  ��
��$  [7] ���	��  �  
�����	��  Zi(xi, yi) !�  ������  	������"��		  	  ���"�  ���  
���	�"�  	�����  	 -�  ��#� , ���  ��"  	������"��		  �� -
������	"��  	  ����	  (xi, yi) �  �����  (x, y). 

�  '���  ����!�  �����	  ���	��!	���  !��  	������ -
"��		 . ��	�����	�  �"#��	���  [7] ���	��!	���  !"�  
!�������#�  �"����  �  ������  �!��#�  !�������#�  �"�  
������  !���  �!������$�  ��	  ������  	������"��		 . 

4. �����  ������  ������������  

��  �	� . 8 ��	��!��$  �����	����$�  ���	  ����	�� -
����$�  ��	
�	  	������"��		  	  �����	  ��	
��  	� -
�����"��		  ��  ������  ��
��$  [7].  
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� )  

#)  
��� . 8. ��	��	����� � : ���#��  ��
�	$���-��  (� )  

�  �-����  ���#��  ��
�	$���-��  (#) ���  ����
�  ���	��  

��  �	� . 8 �	!�� , ���  �
"���	  �����	��"���  ��"$�  
(�(��$�  ���� ) ��	
��  	  ������  ��	
��  �����	����	  
�����!���  ��	  �
�	�  	������"��	�� . -�"$�  ��	
�	  
�������������  
�"��	�  �
"�����  ����������  ������	 .  

�
"���	  �����	��"���  
�"��	�  (
�"$�  ���� ) ��� -
���  ��	
��  (�	� . 7#) ��#��  ��  ���"	�������  �  �	!�  
�
"�����  
�"��	�  ���"��$�  ��	
��  (�	� . 7� ), ��"	  �  
����� -"	
�  ������"��		  '�	  �
"���	  ��"$  ��  ���� -
��� . �!����  �  ���!���  �
"���	  
�"��	�  ��	
��  
����!�"��$  ����� . 

*������	�  �	� . 8�  �  �	� . 8# ����"���  �!�"���  �$��!  
�  ��� , ���  	���"����$�  ����!  �����	  ��	
��  	���� -
��"��		  �  ���!���  ����"���  !���������  ����!�"	��  
�
"���	  
�"��	�  	  ��"$�  ��	
��  	������"��		 . 

��  �	� . 9 ��	��!��$  #��%	�	  ��	
��  Er (����$ -
�	����  "	�	� ) 	  �����	  ��	
��  Er0 (��"�����  "	�	� ) 
!"�  2 �����  	�
�����	� . �	!�� , ���  ������  ��	
�	  
���"��  ������!"	�� . 

*����	  	�
�����	� , �����������$�  ��  �	� . 9, 
�������������  ���$�  ��	�����  	������"��		 . 
/	� . 9�  	""����	����  ����!��	�  ��	
��  	������"� -
�		  	  	�  ������  �  �"����  ��"	�	�  	������$�  �	��� -
"��  ��  '���  ������ .  

��	
��  	������"��		  �����	����	  �����!���  �  �(  
������� . /	� . 9# �������������  ������ , ��  �������  ���  
�	  �!��#�  	�������#�  �	���"� , �  ���  ��"����$  �  �� -
��&��  	������"��		 . �!����  	  !"�  '��#�  �"����  

������  ��	
�	  ����	"���  ����!�"���  ����!��  ��	 -

��  	������"��		 .  

� )  

#)  
��� . 9. /	�%���  ���#��  Er ($	�	 ���
��  ����� ) �  �-����  

�������  ���#��  Er0 (�$������  ����� ) ���  2 �
	��  
���#	�'���� . "����*  64 �
	���  ���
��
�
���
  	�� . 8� , �  

79 �
	��  – 	�� . 8# 

��	  �����	������  ��	�����		  ������������#�  
�$��  �����
�  ���"	���	�  �������	�  �  ��(�  	���"� -
����	�  ���		  ��!���  �����  ����	��  ��	
�	  	���� -
��"��		  !"�  ���#�  ��"������#�  	�
�����	�  	  � -
!����#�  ��"	������  ��!��� . ,"�  �����	  ��	
��  	� -
�����"��		  �����  �����������  	�����	�  �����	  
��	
��  	������"��		  �  	�����	��  ��"	������  	� -
��"������$�  ��	  	������"��		  ��!��� .  

��  �	� . 10 ���!����"��$  #��%	�	  ���!�����!���	� -
���  ��	
�	  	  ������  ���!�����!���	����  ��	
�	  �  � -
�	�	����	  ��  ��"	������  	���"������$�  ��!��� . 

 
��� . 10. /	�%���  �	��������	�
����*  ���#��  skO 

($	�	 ���
��  ����� ) �  �-����  �	��������	�
����*  ���#��  
�  ���������
�  �
  �������
��  ��$��������� �  ���	��  i. 

"$������  �����  sko ���
��
�
���
  ������  
����  
�����
� �  ��#$������� �  ���(���* , sk_o 
�������   

�����  – ������  ���(���* , � ������� �  �  $���(��  (1) 
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-�"��  	�����	�  �����	  ��	
��  ��  	���"���� -
�	�  ����$�  �����	�  	  �$�	�"���$�  �����	�  
��
�	���"��$�  ���&��	�  #����	�  �  !����������  
�������	  �����	  '�	�  ���&��	� . �  !�����������	  
������  ��	
��  	������"��		  ��	!���"�������  �� -

�"����  ��"	�	�  ���!�����!���	��$�  ��	
��  	  ��� -
���  ���!�����!���	��$�  ��"	�	�  ��	
�� . ��  �	� . 10 
�	!�� , ���  ���"	���	�  �	�"�  	���"������$�  ��!���  

�"���  8 ����"����
���� . 6�����  ������ , ���  
���!�����!���	����  ��	
��  ����  	  ����������� , ��  
��  �����	���  �  ��"�  ��	  ���"	���		  �	�"�  ��!��� . 
��  ���  �#"�! , '��  �
��"��"���  �$
����  ��
���  
��
�	���"��$�  ���&��	�  ��!��� . 1�	  ���&��	�  �$ -

	��"	��  	���!�  	  ��#� , ���
$  	������"��	�  ��	  
%���	�����		  	�
�����	�  	  �����"��	�  ��!���  

$"�  ��	��	�	�"���  ���
��!	�� . ��	  !��#��  ��
���  
��
�	���"��$�  ���&��	�  ��!���  '��  ��	
��  
�!��  
�����	����  �  ��"� . 

��  �	� . 11 ���!����"��$  #��%	�	  ���!�����!�� -
�	����  ��	
�	  	  ������  ���!�����!���	����  ��	
 -
�	  �  ��	�	����	  ��  ��"	������  	���"������$�  ��! -
���  ��	  !��#��  ��
���  ��
�	���"��$�  ���&��	� . 
*������	�  �	� . 10 	  �	� . 11 ����"���  �!�"���  �$��!  
�  ��� , ���  ��"����
�������  ���"	���	�  �	�"�  ��!���  

�"���  8 ��	�	�  ��  ���������#�  ��
���  ��
�	���"� -
�$�  ���&��	� . 

 
��� . 11. /	�%���  �	��������	�
����*  ���#��  skO 

($	�	 ���
��  ����� ) �  �-����  �	��������	�
����*  ���#��  
�  ���������
�  �
  �������
��  ��$��������� �  ���	��  i. 

"$������  �����  sko ���
��
�
���
  ������  
����  
�����
� �  ��#$������� �  ���(���* , sk_o 
�������   

�����  – ������  ���(���* , � ������� �  �  $���(��  (1). 
��#�	  ���(���*  	�� . 10 �  	�� . 11 	������   

/��"��$�  	�����	�  �
$���  ��	��!��  �  ���$�  
��
����  ��
�	���"��$�  ���&��	�  !"�  ���!�#�  	  
��!��� . ��'����  !�  	�����	�  ��"��  ���!������  
��"	������  ��!��� , ���
��!	���  !"�  !���	���	�  �� -
�
��!	��#�  ������  ��"���	  ��	
��  	������"��		 . 
,����	������  ��������	�����#�  �  ������  ����!�  �� -
"�����  ����������  ������"	������  ��"	�	��  ��	 -

��  �  ��������  	�����	� .  

	�
���  

� )  .���"�����	�  ���!"������#�  ����!�  �����	  
��	
�	  	������"��		  ����"���  ����!�"	��  #�� -
�	�$  �
"�����  �  ��"$�	  	  
�"��	�	  ��	
���	  
	������"��		 .  


 )  ������� , ���  !�  �����!��	�  	�����	�  ��"��  
���!������  ��"	������  ��!��� , ���
��!	���  !"�  
!���	���	�  ���
��!	��#�  ������  ��	
��  	���� -
��"��		 . ���!"�#���$�  ����!  ����"���  ������ -
"	������  '��  ��"	�	��  ��	
��  �  ��������  	�� -
���	� .  

� )  ������  ��	
��  ����!�  ������������	� , ���� -
������  ��  ������$�  	�
�����	�� , ��"�������� -
�	��� , �����"���  ��"	�	��  ��	
��  ��	�	�  ���  ��  
����#�  	�
�����	� , ���  	  ��  ��
���  ��
�	���"� -
�$�  ���&��	�  ��!���  �	��#�  �������	� .  

#)  ���!"����  �������  ����!  ����!�"��	�  ��
�	� -
��"��$�  ���&��	� , ��������$�  ��  ��	����  
%����		  �����"��		 . �  '���  ����!�  	���"������  
����  �����	�  %����		  �����"��		  (��  ��	  �!�"�  
���� , ��	���  �!	�  �
&	� ). 
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ESTIMATION OF SUPER-RESOLUTION IMAGING ERRORS BASED  
 ON THE USE OF MULTIPLE FRAMES 
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Abstract  

This work shows the possibility of estimating errors of super-resolution imaging based on the 
use of several frames. The possibility of identifying areas with large interpolation errors is shown, 
based only on the interpolation method and interpolated data used. The possibility of determining 
the necessary number of frames used for imaging from the  interpolation error estimate is demon-
strated. In this paper, we present both the results of interpolation of the generated test frames, the 
method of correlation subpixel detection of frame shifts relative to 1 frame, and the estimates of 
the resulting interpolation errors. It is shown that before measurements, the number of frames nec-
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essary to achieve the required level of interpolation errors can not be predicted. The proposed 
method allows the error value to be controlled during the measurement. It is shown that the esti-
mation of errors of the super resolution method based on test images is not very promising, since 
the error value depends both on the image itself and on a set of subpixel offsets of low-resolution 
frames. We discuss the entire procedure of obtaining the results of the work, starting from the test 
image generation and ending with the conclusions.  

Keywords: interpolation, estimation error, experimental data processing. 
Citation:  Kokoshkin AV, Korotkov VA, Korotkov KV, Novichikhin EP. Estimation of super-

resolution imaging errors based on the use of multiple frames. Computer Optics 2017; 41(5): 701-
711. DOI: 10.18287/2412-6179-2017-41-5-701-711. 
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